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A well-known conjecture of P. J. Slater says that there is no non-complete 
(k+ I)-critically (2k + I)-connected graph. We prove here that such a graph (if 
there is any) has to contain less than 3k vertices. 0 1988 Academs Press, Inc. 
Ein Graph G = (E(G), K(G)) heiljt k-kritisch n-fach zusammenhiingend, 
(n, k)-kritisch oder (n, k)-Graph (n, k positive ganze Zahlen), wenn fur alle 
E’cE(G) mit lE’J gk gilt p(G-E’)=n- IE’l, wobei p(G) die Zusam- 
menhangszahl des Graphen G bedeute. Wenn es uns hierbei auf die Zusam- 
menhangszahl von G nicht ankommt, nennen wir ihn einfach k-kritisch. 
Der vollstandige Graph K, + I mit n + 1 Ecken ist (n, n)-kritisch. In [7] 
wurde gezeigt, daD der K,, + 1 der einzige endliche (n, n)-kritische Graph ist 
und es wurde dort von P. J. Slater vermutet, da13 es aul3er dem K,, , sogar 
keinen endlichen (n, k)-Graphen mit k > n/2 gibt. Da ein (n, k)-Graph such 
fur alle nattirlichen Zahlen k’ <k (n, k’)-kritisch ist, ist hierzu aquivalent, 
daB kein endlicher, nicht vollstandiger (n, Ln/2 J -t 1)-Graph existiert. Zum 
Beweis von Slaters Vermutung geni.igt es, dies letztere fur ungerades n zu 
zeigen, da ein nicht vollstandiger (2k, k + 1)-Graph durch Weglassen einer 
Ecke einen nicht vollstandigen (2k - 1, k)-Graphen liefert. In [ 11 konnte 
Y. 0. Hamidoune beweisen, dal3 jeder nicht vollstandige (2k, k + l)-Graph 
hochstens 3k - 2 Ecken besitzt. Wir zeigen in der vorliegenden Arbeit 
durch Weiterentwicklung seiner Methode eine entsprechende Abschatzung 
fur (2k + 1, k + 1 )-Graphen: Jeder nicht uollstiindige (2k + 1, k + 1 )-Graph 
hat hiichstens 3k - 1 Ecken. 
Zunachst einige Bezeichnungen und Begriffe. Sei N die Menge der 
positiven ganzen Zahlen und fur k E N sei N, := {n E N : n 5 k). Fur den 
Graphen G= (E(G), K(G)) sei /GI := /E(G)/ und fur A E E(G) seien G(A) 
der von A induzierte Teilgraph und N(A; G) die Menge der XE E(G) -A, 
die zu mindestens einer Ecke von A in G benachbart sind. Fiir einen 
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Teilgraphen H von G seien G(H) := G(E(H)) und N(H; G) := N(E(H); G) 
und fiir UE E(G) sei ?‘(a; G) := IN(a; G)l mit N(a; G) := N( {a}; G). 
Weiterhin sei a E G gleichbedeutend mit a E E(G) und fur einen Teilgraphen 
H und A L E(G) sei H n A := E(H) n A. Unter einem Graphen verstehen wir 
hier immer einen endlichen Graphen. (Nach Korollar 1 in [4] ist ein (n, k)- 
Graph mit k 2 2 sowieso endlich.) 
Eine trennende Eckenmenge T von G mit 1 T( = p(G) nennen wir eine 
kleinste trennende Eckenmenge von G und F(G) sei die Menge aller 
kleinsten trennenden Eckenmengen von G. Es ist genau dann P(G) = 0, 
wenn G vollstandig ist. Ein x E G heiljt kritisch in G, wenn p(G -x) < p(G) 
ist, das hei& fur einen nicht vollsthndigen Graphen G, wenn ein TE 9(G) 
mit x E T existiert. Sei TE P(G) und sei F Vereinigung von Komponenten 
von G - T mit Qr # F# G - T. Dann hei& F Fragment von G zu 
T= N(F; G), und F := G - (Tu E(F)) ist das zu F komplement&e 
Fragment. Die Bezeichnung - beziehe sich immer auf den zugrundeliegen- 
den Graphen G, such wenn Fragmente von Teilgraphen von G vorkom- 
men. Ein Fragment F von G mit /PI := min { IF’ I : F Fragment von G > heii3t 
Atom von G und die Eckenzahl eines Atoms von G sei a(G). Atome haben 
die folgende fundamentale Eigenschaft: 
LEMMA A [3]. Sei A ein Atom des Graphen G und sei TEE mit 
TCI A # a. Dunn ist E(A) E T und es gilt 2lAl s y(G). 
Diese Ungleichung 2a(G) g /l(G) laI3t sich fur 2-kritische Graphen 
verscharfen. 
LEMMA B [S, 61. Fiir jeden nicht vollstiindigen, 2-kritischen Graphen G 
gilt 4 a(G) i p(G). 
Ein Graph hat genau dann kein Atom, wenn er vollstandig ist. Sei G ein 
nicht vollstandiger (n, k)-Graph mit k E N. Dann existiert ein Atom A, von 
G. Nach Lemma A ist dann G - A r ein nicht vollstandiger (n - I A, 1, k - l)- 
Graph (wobei “(m, 0)-Graph” einfach einen Graphen der Zusam- 
menhangszahl m bedeute). Dann existiert weiter ein Atom A, von G - A 1. 
Auf diese Weise kiinnen wir eine “Atomfolge” A,, A,, . . . . Ak+ 1 in G finden, 
wobei fur iE N, also Ai+ 1 ein Atom des (n - Et = 1 I A,\, k - i)-Graphen 
G - U:, = 1 A, sei. Jedes Fragment F von G - Ui, = r A, is such Fragment von 
G-Ut:\A,, da N(F;G-Ut:: A,)=N(cG-UUf,=, A,)uA, gilt. Nach 
Definition einer Atomfolge ist also (A 1 I s I A, I 5 . . 5 1 A, + 1 1 (vgi. [2] ). 
In [ 11 wurde die folgende fundamentale Eigenschaft von Atomfolgen 
bewiesen: 
LEMMA H [ 1). Sei A,,..., A, eine Atomfolge des (n, k)-Graphen 6. 
Dunn ist p(G(Uf= 1 Aj)) 2 k- 1. 
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Bevor wir uns mit weiteren Eigenschaften von Atomfolgen befassen, 
wollen wir den Begriff etwas verallgemeinern. Meist ist es ohne Bedeutung, 
da13 die einelementigen Glieder A, einer Atomfolge A,, . ..) Aki. 1 des (n, k)- 
Graphen G wirklich Atome von G, d.h. Ecken vom Grad M in G, sind. 
Daher verzichten wir auf diese Bedingung. 
DEFINITION. Eine Folge A,, . . . . Ak, Ak+ I disjunkter Teilgraphen des 
(n, k)-Graphen G nennen wir eine verallgemeinerte Atomfolge von G, wenn 
ein s 6 N k+l~ (0) existiert, so da13 IAll = ... = IAs1 = 1 gilt, G(U;=, Aj) 
ein vollstandiger Graph ist und fur i = s + 1, . . . . k + 1 der Teilgraph Ai ein 
Atom von G- U:=: A, ist. 
Jede Atomfolge ist eine verallgemeinerte Atomfolge und es gilt such fur 
eine verallgemeinerte Atomfolge I A, I 5 IA,1 g . 5 I A, + 1). Wenn wir die 
verallgemeinerte Atomfolge A,, . . . . A, + , eines Graphen G fest gewahlt 
haben, bedeute 4 := Ui=, &A,) und Gi := G(d) fur ie N,,, und 
3-E Nk,l u (0) sei die eindeutig bestimmte Zahl mit lAlil = 1 fur alle 
i = 1, . . . . s und IAil > 1 fur alle i = s + 1, . . . . k + 1. Hierbei sei der zugrunde- 
liegende Graph G immer als nicht vollsdndig vorausgesetzt. Wenn G 
(n, k)-kritisch ist, gilt nach dem anfangs erwahnten Resultat aus [7] also 
k <n. Man beachte, daR bei verallgemeinerten Atomfolgen Ai kein 
Fragment zu sein braucht, sondern aus irgendeiner Ecke bestehen kann. 
Dies erfordert in manchen Beweisen Sonderbetrachtungen, die aber im 
allgemeinen so trivial sind, daB ich nicht darauf eingehen werde. Wenn der 
Fall IAil = 1 trivial ist, setzen wir also ohne weiteres Ai als Fragment von 
G-&I voraus. Wie bei Atomfolgen (siehe Abschnitt vor Lemma H) ist 
such bei verallgemeinerten Atomfolgen A,, . . . . Ak+ r eines (n, k)-Graphen G 
jedes Fragment von G - 4 (ie Ni,) such ein Fragment von (G - d-, , also 
insbesondere von G (do := a). Diese fundamentale Eigenschaft 
verallgemeinerter Atomfolgen werden wir haufig ohne besonderen Hinweis 
benutzen. Falls G ein (n, k)-Graph ist, ist G - dk- 1 nach Lemma A ein 
(n -IF:/ lA,I, 1)-Graph und es ergibt sich mit Lemma A weiter (vgl. such 
PI) 
LEMMA 1. Sei A,, . . . . A,, 1 eine veraffgemeinerte Atomfolge des (n, k)- 
Graphen G. Dann ist 2lA,I gn-C::: IAil. 
Da fur jede Ecke a eines Atoms eines Graphen G mit a(G) 2 2 gilt 
?(a; G) > p(G), ergibt sich 
LEMMA 2. Sei A ein Atom des Graphen G mit IAl = 2. Dann ist 
N(a; G)- (b} =N(b; G)- {a} ftir die beiden Ecken a und b aus A. 
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Das folgende Lemma findet sich schon in frtiheren Arbeiten, zum 
Beispiel als Lemma 1 in [6]. 
LEMMA 3 [6]. Sei T,E~(G) und sei F, ein Fragment von G zu Ti fir 
i= 1, 2. Dann gelten die beiden Aussagen: 
(a) Wenn F, n F, # @ ist, dann gilt IF, n T,l 2 IF2 n T,/. 
(b) Wenn F, n F2 # @ ist, dann sind F, n F2 und F, n F1 Fragmente 
von G oder es ist P, n Fz = a. 
Auch die im folgenden Lemma (ohne Beweis) aufgefiihrten Tatsachen 
sind wohlbekannt und leicht einzusehen. 
LEMMA 4. Sei F ein Fragment des Graphen G zu TE 9(G). 
(a) Fiirjedes T’zTmit IT’Is/FI gilt dann jN(T’;G)nFI~IT’I. 
(b) Wenn Fein Atomvon Gmit lFIz2ist, dann ist IN(t;G)nFIz2 
fiir alle t E T. 
In den Lemmata 5 bis 10 sei immer vorausgesetzt, dab 
A,, A,, . . . . A,, A,,, eine verallgemeinerte Atomfolge des (n, k)-kritischen 
Graphen G mit kz 1 sei. 
LEMMA 5. Fiir alle i < j aus N k+, gelten Aj~N(A,; G) und IN(A,; G)n 
Ail I IAil. 
Beweis. Da fur jedes Fragment F von G--dV gilt N(F, G) = 
N(F,G--dV)udV, ist Ai&~-,sN(A,;G). Wenn Aj~N(Ai;G) ist, gilt 
wegen jA,l 2 (Ai1 such die zweite Behauptung. Sei also Aj & N(A,; G), 
somit Aj n dj # a. Nach Lemma 3(a) folgt wegen Ai 2 N(A,; G) dann aber 
IAin N(A,; G)I 2 IA,n N(A,; G)I = IAil. 
Weiterhin beniitigen wir 
LEMMA 6. SeiIA,I=IAi+ll= =IAi+,lfiireiniE~/kundjE~k+I-i. 
Dann ist fiir jede Permutation 71 von N,+,-Ni-, such Al,..., Aipl, 
A,w ..., A,c,+,p Ai,,, ,, . ..> &+ 1 eine verallgemeinerte Atomfolge von G. 
Beweis. Wir kiinnen ( Ai/ 2 2 annehmen. Da fur alle v < /J aus Nk+ i 
jedes Fragment von G-Jz$ such Fragment von G-cc4, ist, sind die 
Ai, . . . . A,+jAtome von G-4-i. Danach Lemma5 ftirjedes I=i ,..., i+j 
gilt N(A),; G) z &+,- A;, ist A, Fragment, also Atom von 
G-(&,uU,~,A,) fur jedes McP+Ji+i-(Ni-lu (J-3). Hieraus folgt 
die Behauptung. 
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Das folgende, haufig benutzte, einfache Lemma ist mit Lemma 3 
verwandt. 
LEMMA 7. Seien T eine trennende Eckenmenge von G,, I und C eine 
Komponente von G, + I - T mit CnA,+,#fa. Dann ist ITnA,,,(Z 
IA-(TuE(C))I. 
Beweis. T’ := Tu (&‘,‘, n E(C)) ist eine trennende Eckenmenge von 
G k+ r und eine Komponente von Gk+ r - T’ liegt in Ak + r . Also ist 
T” := T’u (N(A,+, ; G) - J&) eine trennende Eckenmenge von G und 
somit IT”/ ~lN(A,+,;G)I. Da S$~CN(A~+~;G) nach Lemma5 gilt, folgt 
hieraus IT’1 2 (dkl, also /TnA,+,I 2 IL&-(TuE(C))I. 
Vom folgenden Lemma interessiert uns vor allem der Fall ISI = 1, der 
den Grad der Ecken von G(U Aj) nach unten abschatzt. 
LEMMA 8. Sei S&Ai, S#@. Dann ist IiV(S;G,+,)I~C~=\ IA,I+ 
(k+ 1 -i)lA;l, wobei im Falle ISI < IAll Ungleichheit gilt. 
Beweis. Da Ai ein Fragment von G ist und N(S; G) - cQl’k+ 1 s 
N(A,; G)-&?+, gilt, ist IN(S; Gk+r)l 2 IN(A,; Gk+r)l. Wenn IS/ < IAll ist, 
gilt hierbei Ungleichheit, da sonst S ein Fragment von G mit weniger 
Elementen als A, ware, Nach Lemma 5 folgt weiter IN(Aj; Gk+l)l = 
Ct=+i (N(Ai; G) n A,j >= Ct;‘r \A,( + (k + 1 - i)\AJ und mit obiger Unglei- 
chung die Behauptung. 
Im folgenden zentralen Lemma werden wir Lemma H nochmals 
mitbeweisen. (Zur Definition von s vergleiche man den Abschnitt vor 
Lemma 1.) 
LEMMA 9. Sei T eine trennende Eckenmenge von G, + , mit / TI 5 k. Dann 
gilt / T I = k und es tritt einer der beiden folgenden Fiille ein: (1) Gk + 1 - T 
hat genau zwei Komponenten C, und C, und fiir eine der beiden, etwa C,, 
gilt E(C,)= ( } c mit einem c E ~2’; (2) es ist s = k und es gibt eine Kom- 
ponente C von G,,,-Tmit CCA~+,. 
Beweis. Da G, + r die trennende Eckenmenge T hat, ist s 5 k. Wir zeigen 
zunachst 
(Z) Wenn G, - T zusammenhangend ist, dann ist 1 T/ = k = s. 
Sei also G, - T zusammenhlngend. Dann existiert eine Komponente C 
von G,,, - Tmit C~JX$=@, somit CC-A~+~. Dannfolgt (TnA,+,I>, 
I4- TI aus Lemma 7 und somit k 5 IL&I = IJ&- TI + I&j n TI 5 
IA k+lnTI+I&~nTI=IT15k. Also sind ITI=k und IAil= fur alle 
ie N,, somit s= k. 
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Wir beweisen Lemma 9 durch Induktion iiber k -s 2 0. Fiir s = k ist Gk 
vollstandig, also 1 TI = k nach (Z), und eine Komponente von Gn-+ 1 - T 
gehort zu A,,,. Sei also s< k. Da Ak+ 1 zusammenhangend ist und 
-4c~N(4+1; G) nach Lemma 5 gilt, mulj Tn A, + I # 0 sein, da sonst 
G k+ r - T zusammenhangend ware. Nach (Z) ist Gk - T unzusam- 
menhangend. Die Induktionsvoraussetzung, auf die verallgemeinerte 
Atomfolge A,, . . . . A, des (n, k - l)-Graphen G und das trennende 
T’ := T-A,,, von Gk mit 1 T’I 5 k- 1 angewandt,’ liefert IT’1 = 
ITndkl =k-1, also ITnAk+ll=l und ITI=k. Wegen IAkfll>=2 
existiert also eine Komponente C von G,, r - T mit C n A, + 1 # a; sei 
c’ :=Gktl - (Tu E(C)). Nach Lemma 7 gilt dann I C’ n dkl g 
jTnAk+ll = 1. 
Fiihren wir zunachst die Annahme C’ n Ak+ r # @ zum Widerspruch. 
Aus C’nA,+, # 0 folgt wie eben such IC n dkl 5 1 und somit 
l&k1 I k + 1. Da Gk von T’ getrennt wird, also nicht vollstlndig ist, gilt 
I&k1 =k+ 1, also lAkl =2, etwa E(A,)= {a, b}. Da GkPI vollstandig ist, 
gilt A, n (C u C’) # 0; sei etwa a E C, also b E T. (Es spielt im folgenden 
keine Rolle, dalj C zusammenhangend ist, aber C’ eventuell nicht.) Wenn 
wir Lemma 2 auf G - J&, anwenden, erhalten wir N(a; G) n Ak+ 1 = 
Mb; G) n A,,,. Wegen N(a; G) n c’ n Ak+, = 0 ist also such 
N(b;G)nC’nA,+,= 0. Dann gilt fur das nicht leere C’ n Ak+ 1 aber 
N(C’nA,+,;G,+,)G(T-{b})u(E(C’)n&k)=:T. Wegen IC’n&$l=l 
ist ITI = k, Gk+ 1 - T unzusammenhangend, aber Gk - T zusammen- 
hangend, was mit (Z) den Widerspruch s = k liefert. 
Also ist C’ n Ak+ 1 = 0 und somit IC’I = 1, etwa E(C) = {c}, und 
G k+ r - T besteht aus den beiden Komponenten C und C’. Wegen 
N(c; Gk+ r) E T ist also y(c; Gk+ ,) 5 k. Nach Lemma 8 gilt y(x; Gk+ r) 2 k 
fur alle XEE(G~+~) und wegen s< k sogar y(x; Gk+l) > k fiir alle 
XEJ%+, - XI~. Also gilt c E J&‘~. 
Insbesondere ist also p(Gk+ ,) >= k nach Lemma 9. Wenn ,M(G~+ ,) = k > s 
gilt und jedes x E Ak+ r kritisch in G,, , ist, kann man mit Hilfe von 
Lemma 9 nun den Graphen G,, r bestimmen. 
LEMMA 10. Es gelte s < k und ,u(Gk + 1) = k, und jedes x E A, + , sei 
kritisch in G,,,. Dunn ist lA,+1l = IAs+*1 = ... = IAk+ll und es existiert 
AL.&‘, so da8 Gkfl- A vollstiindig ist und fiir jedes i = s + 1, . . . . k + 1 die 
Kunten K(G(A u A;)) - (K(G(A)) u K(A,)) einen 1-Faktor von G(A u Ai) 
bilden. 
Beweis. Sei x E Ak+ 1. Da x kritisch in dem nicht vollstandigen (wegen 
s<k) Graphen Gli+r mit p(G,+,)=k ist, existieit TEF(G~+~) mit 
’ Wegen TnA,,, # 0 und 6, - T unzusammenhHngend ist k 2 j TI 2 2. 
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x E T und 1 Tl = k. Wegen s < k existiert nach Lemma 9 ein x’ E &, 
mit N(x’; Gk+ 1) = T. Also ist y(x’; Gk+ 1) = k und nach Lemma 5 ist 
somit /J/(x’; Gk+ r) n Ai/ = 1 fur alle i= s+ 1, . . . . k + 1. Insbesondere 
ist N(x’;G,+,)nA,+,= {x}. Hieraus folgt x’ # y’ fur x # y aus Ak+ r. 
Ferner kann nach Lemma 4(a) kein z # x’ in &s existieren mit 
N(z;G,+,)nA,+,={x}, da Aktl ein Fragment von G mit IAk+,lz2 
und mit N(A, + 1 ; G) I> &s nach Lemma 5 ist. Also ist x’ unabhangig von T 
und eindeutig durch x E Ak + r bestimmt. Fur A := {x’: x E Ak + 1} gilt somit 
IAl = IAk+,l und K(G(AuA,+,))-(K(G(A))uK(A,+,)) ist ein 1-Faktor 
von G(A u Ali+ 1). Wie eben fur k + 1, ist such fur alle i = s + 1, . . . . k, 
INh z2}; Gk+ 1) n Ail 2 2 fur alle z1 # z2 aus A z ds. Daher ist die 
Abbildung fi: A + E(A,), die ZE A das (einzige) Element von 
N(z; Gk+ 1) n Ai zuordnet, injektiv. Hieraus folgt IAl 5 IAil und wegen 
IAil 5 IAk+ll = IA dann IAil = I&+, I = [A[ fur alle i=s-t 1, . . . . k. Damit 
ist fi such surjektiv und also K(G(A u Ai)) - (K(G(A)) IJK(A,)) ein l- 
FaktorvonG(AuA,)fiiri=s+l,...,k.SeiiEN,+,-~,.NachLemma6 
ist dann A,, . . . . Ai- 1, A,+l, . . . . Ak+,, Ai eine verallgemeinerte Atomfolge 
von G. Also ist A i ein Fragment von G mit N(A,; G) 2 &k + I - Ai nach 
Lemma 5. Da fur jedes x E Ai gilt IN(x; G) n Al = 1 und IAl = IAil ist, folgt 
d k+ 1 - (A u {x}) c N(x; G) wegen y(x; G) 2 IN(Aj; G)l = p(G). Somit ist 
G k+ 1 - A vollstandig und Lemma 10 damit bewiesen. 
Bemerkung. Seien die Voraussetzungen von Lemma 10 erfiillt. Dann 
gilt y(a;G,+,)=k fur jedes SEA. Wegen IA122 ist N(x;G,+,)nA#@ 
fiir jedes x~G~+r. Also ist G (k, 1 )-kritisch. Weitherhin ist y(x; G) = p(G) 
fur alle XE&$+~-&~. 
Leider gilt Lemma 10 nicht mehr fur den Fall s = k. Wenn s = k fur eine 
verallgemeinerte Atomfolge A,, . . . . A, + 1 eines (n, k)-Graphen G gilt, kann 
es kein TEE mit TzN(A~+~;G)-J&, TnA,+,#@ und 
TnA k+ 1 # @ geben, da jede Komponente von G - T Ecken des vollstan- 
digen Graphen Gk enthalten mu&e. Dann mu13 also k <FZ - k+ 2, somit 
n 2 2k- 1 sein. Fur dieses minimale n = 2k- 1 konnen wir Lemma 10 
erggnzen. 
LEMMA 11. Sei A,, . . . . Ak+, eine verallgemeinerte Atomfolge des 
(2k - 1, k)-Graphen G mit s = k. Dann tritt mindestens einer der beiden 
folgenden Fiille ein: 
(1) Es existiert A E &*, so daJ G/, + , - A vollstiindig ist und die 
Kanten K(G(AuA,+,))-(K(G(A))uK(A,+,)) einen l-Faktor von 
G(A u Ax.+l) bilden; 
(2) Es existiert xeA,+,, so da@ G((x)u(N(A,+,;G)-s8,)) 
vollstiindig ist. 
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Beweis. Wegen s=k ist 251Ak+r151Ak+rl und fur R := 
NAk, 1; G) - &, gilt IRI = k- 1. Aus Lemma 4(b) folgt dann 
IN(r;G)nA,+,Iz2fiirjedesrER. Wegenk<2k-1 ist R#@. 
Seien XEA~+,, ycz:R und z~A~+r. Da G k-kritisch ist, existiert ein 
TEB(G) mit Tz(R- {y})u (x,z}. W’ re wir im Abschnitt vor Lemma 11 
sahen, gilt y $ T. Sei C, die Komponente von G - T, welche y enthalt. 
Dann ist C, n &‘k # 0, und, da Gk vollsttindig, also C, n N(A,, + 1 ; G) = 
( y >. Wir zeigen zundchst 
(a) Wenn C,nA,+,#@ gilt, dann existiert ein x’ E &k mit 
N(x’; G) n Ak+ 1 = ix>. 
C,,nAk+lf@ impliziert ITnAAk+II~i;;CCynN(A,+,;G)I=l nach 
Lemma3(a). Also ist TnA,+,={x} und wegen IN(y;G)nA,+,l~2 
somit C,nA,+, # a. Mit Lemma 3(a) folgt hieraus wieder I Tn A,+ I/ 5 
IC,. n N(Ak+,; G)I = 1, also T n Ak+r = {z}. Dann ist aber 
IN(Ali+l; G)-TI=2, also C,nN(A,+,;G)={x’) mit x’E&~. Ware 
cynAAktl #@, dann ware N(~J,nA,+,;G)~(N(A,+,;G)-(y})u{x} 
=: T’ E 9(G). Es ware dann aber T’? -Oe, und G - T’ enthielte eine - 
Komponente CcCYnA,+, c$ Akt,. Dies widersprache der Definition 
von A,,,. Somit ist cY n Ak+ , = Qr und also N(x’; G) n Ak+ I = {x}. 
Wenn zu jedem x E Ak+ 1 ein x’ E &k mit N(x’; G) n Ak+ r = {x} existiert, 
folgt wie in Lemma 10, da13 Fall 1 vorliegt. Mit dieser Bemerkung ergibt 
sich aus (a) leicht 
(b) Wenn nicht benachbarte Ecken y E R und z E Ak+ r existieren, 
dann liegt Fall 1 vor. 
Nehmen wir an, y E R und z E Ak+ r waren nicht benachbart. Sei 
XE&+I und seien T und C, wie oben. Dann ist C, n 2, + r # a, da y und 
z E T nicht benachbart sind. Mit obiger Bemerkung folgt also (b) aus (a). 
Wir kiinnen also nach (b) annehmen, daI3 jede Ecke von R zu jeder Ecke 
von A,,, benachbart ist. Weiterhin konnen wir nach obiger Bemerkung 
annehmen, da13 ein x E A,, 1 existiert, zu dem es kein x’ E dk mit 
N(x’; G) n Ak+ 1 = (x} gibt. Seien y E R und 17 E 6, + r gegeben. Zu x, y, z 
seien T und C, wie oben detiniert. Aus (a) ergibt sich C, n A, + 1 = 0. Also 
ist E(Ak+l)sT wegen E(~,+,)EN(~;G). Wegen ITn6,+,1 = IAk+ll 2 
2> /C,nN(&+l; G)/ ist such CynA,+, = @ nach Lemma 3(a). Also ist 
E(C,)= {y} und d amit N(y;G)=T. Da Tz(R-{y))u{xj ist und da 
y E R beliebig gewahlt war, ist also G(R u (x}) vollsdndig, womit Fall 2 
vorliegt. 
Wahrend es klar ist, da0 ein nicht vollstandiger (2k, k + l)-Graph keinen 
K k + i enthalt, ist die entsprechende Tatsache fur (2k + 1, k + l)-Graphen 
tiefer liegend. Sie impliziert ja such, daR ein nicht vollstandiger (2k, k + l)- 
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Graph G sogar keinen Kk enthalt, da sonst G-x fur XE G- E(K,) ein 
nicht vollstandiger (2k - 1, k)-Graph mit Kk ware. 
SATZ 1. Ein nicht vollstiindiger (2kf 1, k+ I)-Graph enthtilt keinen 
K ktl. 
Beweis. Nehmen wir an, der nicht vollstandige (2k + 1, r’c + 1)-Graph G 
enthielte einen Kk + 1. Dann existieren verallgemeinerte Atomfolgen 
A;, . ..> 4+1, A;+z mit 1 AL+ r/ = 1, bei denen A;+ 2 wirklich ein Fragment 
von G - Uf:,’ A( ist. Unter diesen verallgemeinerten Atomfolgen wahlen 
wir A,, . . . . Ak+ 1, A,,, so aus, dab JAkfZI moglichst klein ist. Fur 
R :=N(A,+,; G)-s$+, gilt dann IRI =k wegen N(Ak+Z; G)EF(G). 
Ware lAk+*l = (11, existierte somit ein T E 5(G) mit T 3 R u E( A, + 2) und 
jede Komponente von G - T miigte Ecken des vollstandigen Graphen 
G k + 1 enthalten. Also ist (A, +*( 2 2 und somit s = k + 1. Wir zeigen 
zunachst 
(Z) Es existiert kein XE Ak+*, so daJ G(R u (x}) vollstiindig ist. 
Sei XE Ax-+2, so da13 G’ := G(R u {x}) ein Kk+ 1 ist. Es existiert 
TEF(G) mit TzE(G’). Da Gk+, vollstandig ist, exist&t eine Kom- 
ponente Cvon G-Tmit CCA~+~-{X}. Sei E(G’)={g,,...,gk+,} und 
sei Ai :=({g,>, 0) fur iEfV,,I. Dann ist A;,..., A;+l, C eine 
verallgemeinerte Atomfolge von G mit (A;, r) = 1 und C Fragment von 
G-up,‘& wegen ICI < lAkf21 widerspricht dies der Wahl von 
A 1, ..‘> &+I> &+z. 
Wir wenden nun Lemma 11 auf AI, . . . . AkfZ an. Der Fall 2 aus 
Lemma 11 kann nach (Z) nicht auftreten. Also existiert ein A s &k+ 1 wie 
in Fall 1 von Lemma 11 angegeben. Wir werden zeigen, da13 dann sogar 
Wk+2 u R) vollstandig ist, im Widerspruch zu (Z). 
Zunachst ist N(x; G) 3 N(A,+ 2; G) - A fur alle x f: A, +2 wegen 
IN(x; G)nAl = 1 und IAl = IAk+21, da A,,, ein Fragment von G ist. Sei 
x~&+z. Dann gibt es ein x’ E A mit N(x’; G) A A, + 2 = {x ). Sei y E R. 
Dann existiert ein TEF(G) mit T?(R-(y})u{x,x’}. Wegen 
(x’, x} c T und N(x’; G) n (Ak+2 - {x}) = 0 gibt es keine Komponente 
C’ von G-T mit C’SA~+~. Also ist C’nN(A,+,;G)#@ fur jede 
Komponente C’ von G - T. Da Gk + I vollstandig ist, liegt also y in einer 
Komponente C, von G-- T und es ist C,, nN(A,+,; G) = {y}. Wegen 
E(Ak+Z)~N(y;G) ist CvnA,+,=@. Hieraus folgt e,n(&“+l-A)#O 
wegen {x, x’ } E T und wegen N(x; G) n CY # a. Wegen N(Ak+ 2 ; G) - 
A c N(z; G) fiir jedes z E A,, 2 ergibt sich somit E(A, + 2) G T. Dann ist 
C,nAk.,=O und wegen JTnA,+,l=IA,+,l>=2>)C,nN(A,+,;G)J 
nach Lemma 3(a) such C, n Ak+ 2 = 0. Also ist E(C,) = { y} und somit 
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N(y; G) = T. Da dies fur jedes y E R gilt, ist also G(R u Ak+ 2) vollstandig, 
im Widerspruch zu (Z). 
Wir kiinnen nun eine erste Abschatzung fur die Eckenzahl eines 
(2k + 1, k + 1 )-Graphen gewinnen. 
SATZ 2. Sei A,, . . . . Ak + Z eine verallgemeinerte Atomfolge des 
(2k+ 1, k+ l)-Graphen G. Dann ist IGI < l&k+21 +k. 
Beweis. Fiihren wir die Annahme IGI 2 I&$ + 21 + k zum Widerspruch. 
Nach unserer Vereinbarung ist G nicht vollstandig, also IA,, ,I 2 2 nach 
Satz 1. Hiermit folgt N(Ak+Z; G)EP(G) und somit IRIck fur 
R:=N(Ak+2;G)-&k+,. Sei XEA~+~. Nach unserer Annahme existiert 
T’gE(G)-(4+,- (4, mit T’zRu (x} und /T’I =k+l. Nach 
Voraussetzung existiert T E F(G) mit T 2 T’. Wegen N(x; G - R) E LX& + z 
enthalt jede Komponente von G - T Ecken von G,, 2. Also ist Tn s& 2 
eine trennende Eckenmenge von Gk + z und somit IT n JZ& +2/ 2 p(Gk+ ?) 2 
k+l nach Lemma9. Wegen T’ndk+,={x} ergibt sich lTn@,,+,l= 
k+l.Alsoistp(G,+,)=k+l undjedesxEA,+,istkritischinG,+,.Also 
sind die Voraussetzungen von Lemma 10 erfiillt. Hiernach existiert A c&~ 
mit IAl = IAs+, = ... = IAkf21, so daB G,+,-A vollstandig ist. Wegen 
IG k+2 - Al = ISS,, rI 2 k + 2 steht dies aber im Widerspruch zu Satz 1. 
Satz 2 liefert nun eine Verscharfung von Satz 1. 
KOROLLAR 1. Ein nicht vollstiindiger (2k + 1, k + 1 )-Graph enthiilt 
keinen Kk. 
Beweis. Sei K ein vollstandiger Teilgraph des nicht vollstandigen 
(2k + 1, k + l)-Graphen G. Sei AI, . . . . Ak+ 2 eine verallgemeinerte Atom- 
folge, deren Anfangsglieder den Ecken von K entsprechen. Nach Satz 1 
ist IAk+,lZ2, also Ak+Z ein Fragment von G. Nach Satz 2 gilt 
(RIsIA~+~~~~-~ mit R:=N(A,+2;G)-rd,+,. Mit lAk+ljg;lAk+2/5 
/A,+,1 ergibt sich hieraus IRI+IAk+,l~k--l und somit ldkl=2k+1- 
IRI -IA,+,1 zk+2. Also ist lAkl 22 und somit IIC:I <k. 
Zur Herleitung eines weiteren Korollars benijtigen wir noch 
LEMMA 12. Sei A,, . . . . A, + I eine verallgemeinerte Atomfolge des (n, k)- 
Graphen G mit s s k - 2. Dann ist I N(Ak+ 1 ; G) - .&,,I 2 4 oder es gilt 
lNAk+l; G) -x&l = 3 und iA,/ = 3. 
Beweis. Sei R := N(AR+ I ;G)-a$. Wegen lAk--11Z2 ist A,-, ein 
Atom des 2-kritischen Graphen G - &k _ 2. Also gilt 4lA,- Ij 5 
AG-4-d= IA-i1 + l&I + 14 nach Lemma B und Lemma 5, somit 
(a) 3/A,-,I 5 lAkl + IRI. Nach Lemma 1 gilt 21Akl sp(G-dk_,)= 
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/A,1 + lRI, also (b) IA,1 g IRI. Mit lAkPll 22 ergibt sich /RI 23 aus (a) 
und (b). Falls /RI = 3 gilt, ergibt sich aus (a) und (b) lAkl = 3. 
KOROLLAR 2. Fiir jeden nicht vollstiindigen (2k + 1, k-t l)-Graphen G 
gilt IGI 5 4k - 7 = 2p(G) - 9. 
Beweis. Sei AI, . . . . A,,, eine verallgemeinerte Atomfolge von G und sei 
wieder R :=N(AI,+,; G)-dk+,. Nach Satz2 gilt /RI + IA,,,] Sk- 1, 
also MkfZl 5 I&+zl Sk-4 nach Lemma 12, das wegen s 5 k - 1 nach 
Korollar 1 anwendbar ist. Somit folgt /G( 5 y(G) + 2k - 8 = 2p(G) - 9. 
Die in Korollar 2 gegebene Abschatzung la& sich fur k 2 7 noch ver- 
bessern. Hierzu verscharfen wir zunachst Satz 2. 
SATZ 3. Sei A,, . . . . Ak +Z eine verallgemeinerte Atomfolge des 
(2k+ 1, k+ l)-Graphen G. Dunn gilt /GI 5 IsS,+,l +k+ 1. 
Beweis. Wir fiihren die Annahme 1 G - &k + 1 I 2 k + 2 zum Widerspruch. 
Betrachten wir ein XcE(G)-&+, mit XZR :=N(A,‘,,; G)-J&+, 
und 1x1 =k+ 1. Da nach Satz2 gilt lAk+J + [RI 5 lBk+zl -t (RI Sk- 1, 
folgt IXn Ak + 2l 2 2 und IXn A, + 21 2 2. Da G (k + 1 )-kritisch ist, existiert 
TEF(G) mit T?X. Wegen XnA,+,#@, XnJ,+,#@ und X?R 
enthalt jede Komponente von G - T Ecken aus & + 1 und Tn &,+ 1 ist 
eine trennende Eckenmenge von Gk + 1. Wegen Xn dk+ 1 = 0 ist 
I Tn JJ~+, 1 5 k. Nach Korollar 1 zu Satz 2 ist lAkl 2 2. Also liefert 
Lemma 9, auf die verallgemeinerte Atomfolge A,, . . . . Ak+ 1 ties (2k + 1, k)- 
Graphen G angewandt, I T n d’+ 1 I = k und die Existenz eines c E &s mit 
N(c; Gkel)= Tndkil. Sei C die Komponente von G- T, welche c 
enthalt. Wegen RGTist CnN(A,+,;G)=Cndk+,=(c), da Gk+l-T 
nach Lemma 9 nur zwei Komponenten hat. Wegen I Tn Ak + 2j 2 
IXnAk+21 12 und ebenso /TnAk+Zl 22 ergibt Lemma3(a) somit 
CnA,+,=@ und CnA,+,=@, also E(C)=(c). Somit ist N(c;G)=T. 
Wegen I T n Z& + I I = k ergibt sich hieraus N(c; G) n (G - dk + 1 ) = X. 
Deshalb schreiben wir nun genauer cx statt c. 
Sei A:={a~&~:a=c, fur ein XEE(G)-&“+, mit XzR und 
/XI = k + 1 }. Sei a E A, etwa {a} = E(A,). Wie oben gezeigt, ist 
y(a; G,, r) = k. Also ist IN(a; G,, r) n Ai1 = 1 fur alle ie N,, 1 - (i,). Fur 
a#bausAundi=s+1,...,k+listaberN(a;G)nAi#N(D;G)nAinach 
Lemma 4(a). Hieraus folgt I Al 5 I A, + 1 1 5 I A, + *I. Andererseits gibt es aber 
wegen I G - dk + , ) 2 k + 2 mindestens I A, + 2! + 1 A, + 2 I verschiedene 
XcE(G)-cci&+, mit XZ R und 1 XI = k f 1. Fur verschiedene solche 
X, YE E(G) - &+, ist aber cx # cy, da nach dem vorhergehenden 
Abschnitt N(c,;G)n(G-s4,+,)=X#Y=N(c.;G)n(G-dk+,) gilt. 
Somit ergibt sich der Widerspruch IAl 2 JAk+*l + IAk+*l > IAk+2/ 2 (Al. 
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Da [RI 2 3 nach Korollar 1 und Lemma 12 gilt, ergibt sich aus Satz 3 
unmittelbar 
SATZ 4. Fiir jeden nicht vollstiindigen (2k + 1, k + 1)-Graphen G gilt 
jGI Sp(G)+k-2=3k- 1. 
Aus diesen Resultaten fiir (2k + 1, k + 1)-Graphen lassen sich nun such 
fur (2k, k + 1)-Graphen etwas bessere Abschatzungen als in [l] herleiten. 
Fur einen Graphen G und z C$ E(G) sei G, der Graph, welcher sich aus G 
durch Hinzufiigen der Ecke z und der Kanten von z zu allen Ecken von G 
ergibt. Wenn A r, . . . . A, eine verallgemeinerte Atomfolge des (n, k)- 
Graphen G ist, dann ist A, := ((z}, /21), A,, . . . . A, eine verallgemeinerte 
Atomfolge des (n + 1, k)-Graphen GZ. Mit dieser Bemerkung ergeben sich 
die folgenden Behauptungen unmittelbar aus den entsprechenden Aussagen 
tiber (2k + 1, k + 1 )-Graphen. 
KOROLLAR 1 (a). Ein nicht vollstiindiger (2k, k + 1 )-Graph enthiilt keinen 
G-1. 
SATZ 3(a). Sei A,, . . . . A, ein verallgemeinerte Atomfolge des (2k, k + l)- 
Graphen G. Dunn ist IG/ 5 IL&[ + k+ 1. 
Da nach Korollar la und Lemma 12 fur eine verallgemeinerte Atomfolge 
A A/c+2 I > ..., des (2k, k + 1 )-Graphen G gilt 1 N( A, + 2 ; G) - dkl 2 6, folgt 
aus Satz 3a sofort 
SATZ 4a. Ftir jeden nicht vollstiindigen (2k, k + 1)-Graphen G gilt IGI $ 
p(G)+k-5=3k-5. 
Zum Schlulj wollen wir uns noch iiberlegen, was Korollar 2 und Satz 4a 
fur die Vermutung von Slater liefern. 
SATZ 5. Es existiert kein nicht vollsttindiger (n, Ln/2_1+ l)-Graph mit 
ns 14 oder n= 16. 
Beweis. Sei G ein nicht vollstandiger (n, Ln/2] + 1)-Graph. Falls n = 2k 
mit kEN ist, ist 2k+4s/GIs3k-5 nach Satz4a, also kz9. Sei nun n 
ungerade, etwa n = 2k + 1, und sei A,, . . . . Ak + 2 eine verallgemeinerte Atom- 
folge von G. Wenn I A, + r / 2 3 ist, gilt n + 6 5 IG( 2 2n - 9 nach Korollar 2, 
also nz15. Wenn IA,+,/=2 ist, gilt IN(A,+,;G)-&,+,I~4 nach 
Lemma 12. Dann folgt wie beim Beweis von Korollar 2 sogar 1 Ak+ ?/ 5 
IAk+21Sk-5, also hiermit n+4Z\G(sn+2k-10 und somit wiederum 
nz 15. 
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Mit weiteren Betrachtungen kann man zeigen, daI3 Satz 5 sogar fiir alle 
n 5 22 und alle geraden n I 28 gilt. Ich werde an anderer Stelle darauf - 
zuriickkommen. 
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